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შესავალი 

 

 

ჰარდის ტიპის კლასიკური უტოლობა ტრიგონომეტრიული სისტემისთვის 

  .,/ 1

1

^

1

Hffckkf
H

k






 

სადაც c  არის აბსოლუტური მუდმივი, დაამტკიცეს ჰარდიმ და ლიტლვუდიმ  6  (იხილეთ 

აგრეთვე  2 ). უოლშის სისტემის მიმართ ანალოგიური უტოლობა დამტკიცებულია შიპის, 

ვეიდის, შიმონის და ფალის წიგნში  8 . ვეისმა  16  განაზოგადა ეს შედეგი და აჩვენა, რომ 

სამართლიანია შემდეგი უტოლობა:    
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პალმა [7] დაამტკიცა, რომ  ნებისმიერი pLf  -თვის უოლშ-ფურიეს კოეფიციენტები 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობას 
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ეს თეორემა არ არის სამართლიანი 1p -თვის, მაგრამ ის შეიძლება დამტკიცდეს 1H კლასის 

ფუნქციებისთვის (იხილეთ [2]). 

შიმონმა და ვეისმა [11] დაამტკიცა, რომ არსებობს მუდმივი ,pc
 
რომელიც დამოკიდებულია 

მხოლოდ p -ზე, ისეთი რომ 

     .10,,22
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კარგადაა ცნობილი რომ უოლშის სისტემა არ ქმნის ბაზისს 1L -სივრცეში. მეტიც, არსებობს 

ფუნქცია 1H -ში, ისეთი რომ კერძო ჯამები არ იქნება შემოსაზღვრულები 1L  ნორმით. 

შიმონმა [10] აჩვენა, რომ სამართლიანია შემდეგი ძლიერად შეჯამებადობის თეორემა: 
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სადაც   fSk აღნიშნავს k-ურ უოლშ-ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამს. ანალოგიური თეორემა 

ტრიგონომეტრიული სისტემისთვის დამტკიცებულია სმიტის [12] სტატიაში, ხოლო 

ვილინკინის სისტემისთვის გატის [3] შრომაში.
 

შიმონმა [9] დაამტკიცა, რომ არსებობს მუდმივი ,pc რომელიც დამოკიდებულია მხოლოდ p -

ზე, ისეთი რომ 
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ძლიერად შეჯამებადობის თეორემები ორგანზომილებიანი უოლშ-ფურიეს კერძო 

ჯამებისათვის განიხილეს გოგოლაძემ [4], გოგინავამ [5], ვეისმა [17]. 
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განმარტებები და აღნიშვნები 

 

 

N ით ავღნიშნოთ მთელი დადებით რიცხვების სიმრავლე, ხოლო N ით მთელი 

არაუარყოფითი რიცხვების სიმრავლე }0{:  NN .  განვიხილოთ დისკრეტული ორობითი 

ჯგუფი 2Z :={0,1}, mod(2) შეკრების ოპერაციი სმიმართ. 2Z -ზე  გვაქვს ჰაარის ზომა,  

თითოეულ ელემენტის ზომა არის 1/2. G თი ავღნიშნოთ ჯგუფების პირდაპირი ნამრავლი 

G =


0k

2Z . 

-ს ელემენტები წარმოადგენს მიმდევრობებს ),( Nixx i  , სადაც 1,0ix , ( Ni ). 

მოცემულ ჯგუფზე შეკრების ოპერაცია განიმარტება, როგორც შესაბამისი კოორდინატების 

mod(2) ჯამი. ზომა (აღნიშნული  -თი) და ტოპოლოგია არის შესაბამისად ზომებისა და 

ტოპოლოგიების პირდაპირი ნამრავლი. G -ს ეწოდება უოლშის ჯგუფი. G -ს ქვესიმრავლეებს 

აქვთ შემდეგი სახე: 

,:0 GI   

     },...,,,...,,:{:,...,,: 1110110   nnnnnn yyxxxyGyxxxIxI NnGx  , . 

ამ სიმრავლეებს ეწოდებათ ორობითი ინტერვალები. 

აღვნიშნოთ  0: nn II   და nn IGI \: , ne (0,...,0, Gxn  ,...)0,1 , ( Nn ) . 

ყოველი N -თვის გვაქვს ცალსახა წარმოდგენა ,2
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  სადაც 1,0in  და მხოლოდ in -

ების სასრული რაოდენობა განსხვავდება ნულისგან. თუ },0,max{:  jnNjn  მაშინ 
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ავღნიშნოთ 
0nN -ით ყველა კენტი რიცხვების სიმრავლე. მაშინ ყოველი 

0nNn -თვის ადგილი 
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განვიხილოთ p  ხარისხსით ინტეგრებად ფუნქციათა სივრცე   GLp   ნორმით 
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   ,     (0< p ). 

weak -  GLp   სივრცე შეიცავს ზომად ფუნქციებს, რომელთათვისაც  
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ff p

Lweak p

,     (0< p ). 

განვმარტოთ k -ური რადემახარის ფუნქცია: 
kx

k xr )1(:)(  , ( Nk , Gx ). 

შემდეგ განვსაზღვროთ უოლშის სისტემა, როგორც 

kn
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xr   ( Nn ). 

უოლშის სისტემა ორთონორმირებულია და სრულია  GL2   (იხილეთ  [1] და [13]). 

განვიხილოთ კერძო ჯამები უოლშის სისტემის მიმართ  

G



5 

 

  ,)(:
1

0

i

M

i

M wiffS 






  

სადაც )(if


 წარმოადგენს f  ფუნქციის უოლშ-ფურიეს i -ურ კოეფიციენტს: 

)(if


:= )()()( xdxwxf i
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 . 

ადგილი აქვს შემდეგ წარმოდგენას 
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kn wD     ( Nn ) 

დირიხლეს გული ეწოდება. 

როგორც ცნობილია [8] 
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 ალგებრა, რომელიც წარმოქმნილია 
k2  ზომის მქონე ორობითი  ინტერვალებით kI  

ავღნიშნოთ  NkFk  -თი, (იხილეთ [14]). 

ავღნიშნოთ   Nnff n  ,  -ით მარტინგალი   NkFk  ნაკადის მიმართ. f  მარტინგალის 

მაქსიმალური ფუნქცია განიმარტება შემდეგნაირად 
  .sup* n

Nn

ff


  

თუ )(1 GLf  , მაშინ მაქსიმალური ფუნქცია მოიცემა შემდეგი სახითაც  

  
   

 





xInNn

n

uduf
xI

f 


1
sup*
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ჰარდის მარტინგალების სივრცე   GH p  (0< p < ) შეიცავს ისეთ მარტინგალებს, 

რომელთათვისაც  

.: * 
pp LH

ff  

  Nnff n  ,  მარტინგალისათვის უოლშ-ფურიეს კოეფიციენტები განიმარტება შემდეგი 

განსხვავებული გზით: 

)(if


:=   )()()(lim xdxwxf i

G

k

k


. 

თუ )(1 GLf  , მაშინ   NnfS n :
2  

არის მარტინგალი ამ ფუნქციის უოლშ-ფურიეს 

კოეფიციენტები ემთხვევა   NnfS n :
2

 მარტინგალის შესაბამის უოლშ-ფურიეს 

კოეფიციენტებს. 

შემოსაზღვრულ ზომად ფუნქციას a -ს ეწოდება p ატომი თუ არსებობს ორობითი 

ინტერვალი I , ისეთი, რომ  
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ვეისმა [15] p ატომების საშუალებით მოგვცა  GH p   ( 10  p ) სივრცეების  ახალი 

დახასიათება: 

თეორემა W. (Weisz )მარტინგალი   Nnff n  ,  ეკუთვნის  GH p  ( 10  p ) მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ როცა არსებობს p ატომების მიმდევრობა  Nkak ,  და  ნამდვილი 

რიცხვების მიმდევრობა  Nkk ,  ისეთი, რომ ყოველი Nn -თვის 
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სადაც ინფიმუმი აღებულია ყველა შესაძლო წარმოდგენებს შორის, რომელთაც აქვთ (5)-ს სახე.  
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ძირითადი  შედეგების   

ფორმულირება 

 

 

 

თეორემა 1. ვთქვათ  
1nn  არის ნებისმიერი არაკლებადი მიმდევრობა, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას .lim  nn   მაშინ არსებობს მარტინგალი ,pHf   ისეთი, რომ  
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შედეგი  1. ვთქვათ  
1nn  არის ნებისმიერი არაკლებადი მიმდევრობა, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას .lim  nn   მაშინ არსებობს მარტინგალი ,pHf   ისეთი, რომ  
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ძირითადი  შედეგების   

დამტკიცება 

 

 

ვთქვათ 20  p   და  
1nn  არის ნებისმიერი არაკლებადი მიმდევრობა, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას .lim  nn   მაშინ არსებობს არალებადი დადებითი რიცხვების 

მიმდევრობა   Nkk :2  ისეთი, რომ 
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თეორემა  W-ს, (4)-ის (5)-ის და (9)-ის გამოყენებით დავასკვნით, რომ pHf  . 

ადვილი სანახავია, რომ 

             (10)                                   
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პირველად დავამტკიცოდ (6) უტოლობა. (1) და (10)-ის გაერთიანებით მივიღებთ 
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,    როცა   .k  

ვთქვათ 10  p .  ანალოგიურად (10)-ის გამოყენებით მივიღებთ 
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რაც ასრულებს (7) -ის დამტკიცებას. 

ახლა დავამტკიცოთ (8). ვთქვათ 10  p  და 1
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 kk j

 . (10)-ის გამოყენებით მივიღებთ 
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